
Inverse by Cofactors
Theorem We have

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

−1



c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

t

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

Proof Let

Q 

c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

t

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

It is sufficient to show that

Q 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

We will show it in the following. By carrying out the transposition, we have

Q 

c11 c21 c31

c12 c22 c32

c13 c23 c33

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

By multiplying the two matrices, we have

Q 

a11c11  a21c21  a31c31 a12c11  a22c21  a32c31 a13c11  a23c21  a33c31

a11c12  a21c22  a31c32 a12c12  a22c22  a32c32 a13c12  a23c22  a33c32

a11c13  a21c23  a31c33 a12c13  a22c23  a32c33 a13c13  a23c23  a33c33

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



By Laplace’s theorem, we have

a11c11  a21c21  a31c31  a11−111 a22 a23

a32 a33

 a21−121 a12 a13

a32 a33

 a31−131 a12 a13

a22 a23



a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a12c11  a22c21  a32c31  a12−111 a22 a23

a32 a33

 a22−121 a12 a13

a32 a33

 a32−131 a12 a13

a22 a23



a12 a12 a13

a22 a22 a23

a32 a32 a33

and so on.....

Hence we have

Q 

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a12 a12 a13

a22 a22 a23

a32 a32 a33

a13 a12 a13

a23 a22 a23

a33 a32 a33

a11 a11 a13

a21 a21 a23

a31 a31 a33

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a11 a13 a13

a21 a23 a23

a31 a33 a33

a11 a12 a11

a21 a22 a21

a31 a32 a31

a11 a12 a12

a21 a22 a22

a31 a32 a32

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

By antisymmetry, we have

Q 

1 0 0

0 1 0

0 0 1



Cramer

Theorem Let A ∈ R33 and b ∈ R3. Let Ax  b. Then x 

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

Proof Note that

x  A−tb

From the previous theorem, we have

x 

c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

t

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

b1

b2

b3

By carrying out the transposition, we have

x 

c11 c21 c31

c12 c22 c32

c13 c23 c33

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

b1

b2

b3

By multiplying the matrix with the vector, we have



x 

b1c11  b2c21  b3c31

b1c12  b2c22  b3c32

b1c13  b2c23  b3c33

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

From Laplace’s theorem, we have

x 

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


